Cusanus-Gymnasium Wittlich

/weil zueinander senkrechte Vektoren

ulv Pythagoras:

2
+

2

2

—

u

—

Vv u-—Vv

u? +u,” +u,? v v, 2 v, = (u - vy) + (U, v, )+ (U - vy)
0 =-2(uVv, +U,v, +UV;)

ullv < uyv,+u,v, +u,v, =0
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Das Skalarprodukt

Definition: Das Produkt

(u,) (V)
ullv = u, |4 v, |=uyVv, +u,v, +U,Vv,
\Us ) \ Vs
heil3t Skalarprodukt der Vektoren G,\7

Der Wert des Produkts ist eine reelle Zahl d.h. ein Skalar

ullv « ullv=0

Insbesondere steht dann der Nullvektor O senkrecht auf
jedem anderen Vektor.



Cusanus-Gymnasium Wittlich

Die Eigenschaften des Skalarprudukts

ullv =uyv, +u,v, +u,v, fur alle u,vOR®

Die folgenden Eigenschaften lassen sich leicht nachweisen:
ulv=vOu for alle u,vOR®
uv+w)=ulv+ulOw fur alle u,v,wOR?
(r (W) (s V) =(r ) (v u) fur alle u,vOR%r,sOR

—_

rn =0l : O R3 Il
udu=ju|l =20 fur alle uOR O o &k
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Die Eigenschaften des Skalarprudukts
Spezialfall:

= 2 2 2 — . —
ulu =u,” +u,” +u,” =jul* furalle uOR®



Skalarprodukt und Winkel

ullv =ul(v, +vo)
=ullvy+ullvc
=0

=u(Au)

— A1 =210l
Vil AT ATET_ oo =Aul=Afullu]
vl vl vl

=lu||v|Bosa

ullv =jul|v|osa

0<a<90°: ullv=0
90°<a<180°: ullv<0
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Skalarprodukt und Winkel Beispiele

UV =uV, +U,V, +U,V, ullv =lu]|v|Rosa
(- (A ulv =5
u=| 2 v=| 3 —~ ~
lul=v14 |v|=+/26
73 L

u v 5
CosSq =———— = =~ (0,262

lul|lv| +143/26

— a=74,8° (a=13))
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Skalarprodukt und Winkel Beispiele

Gesucht i1st ein Vektor fﬁ, der auf der Ebene E

senkrecht steht. ‘5 5 3
E: x=|2|+/ 1 |+u|2 ; AL UOR
3 _3 4)

/1\ /nl\ (1\
nolol: |n,|O]0]|=0 -2, +10, -3, =0

\2/ \N3 \2)
/3\ (nl\\ /3\
HD 2 |: n, 112 (=0 3m1+2|]]2+4|]]3:()

\4/ N3 \4/



Skalarprodukt und Winkel Beispiele

5 -2 3
nOE E: x=|2|+A| 1 |+u/2| : AuOR
3 -3 4

=2 [h, +10h, -3, =0 LGS(2,3) n,OR beliebig
3, +2M, +4m, =0

1
— n, =—n
-2, +10, -3, =0 2 =21,
0D, +7 M, 10, =0 | 20 +30 o
70, -1, =0 =T

Mit n;=-7 ergibt sich
—20h, +10n, -3 00, =0 ein spezieller
1 3 Losungsvektor :

nl ﬂn _Em




Skalarprodukt und Winkel Beispiele

al u1 Vl
nOE E: x= a, |[+tAlu, [+Uu|V, ; A, MOR
a3 u3 V3

u, m, +u, I, +uz th; =0 | | GS(2,3)| n, OR beliebig
v, +v, 0, +v, I, =0

u bh, +u, n, +u, h, =0
0 +(uyv, —u,v,) 0, +(uv, —u,v,) I, =0

u, - v,

— CAPS'AD
(U1V2 - u2V1)

(uyv, —u,v,) 0, +(u,v, —u,v,) i, =0 N, 3

_ U L, —u, i, n = (UVy —U3V,)

nl .
S (U1V2 - u2V1)

LN,
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Skalarprodukt und Winkel

nou n

V

Beispiele

— (UV; —U,V,)
(U1V2 - u2V1)

1

3

2

— (Uyv; —U,v,)
(U1V2 - U2V1)

3

n, IR beliebig

Mit N, =(UVv,—-UuW,V,) ergibt sich ein spezieller
Lésungsvektor:

n, =(U,v; —Uyv,)

n, =(uv,; —Uu,v,)

n, =(uVv, —u,v,)
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Das Vektorprodukt

Definition: UV —Uy
273 372

Das Produkt uxv=|uy,-uyv, | heiRt Vektorprodukt
UV, — UV,

der Vektoren u und v

Merkregel mit Hilfe einer Determinante:

o ex\eyxezxex/ey (U,V, —U,V, )
Uxv=|u, U, Uy U U, =| UV, —UV,
P N
Vi V, V5 'V V, Kulvz _U2V1)
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Die Eigenschaften des Vektorprodukts
(U,V, —U,V, )
UXV =| UV, —U,V,

u,v, —u,v,

Die folgenden Eigenschaften lassen sich leicht nachweisen:

uxv=—(vxu) far alle uvOR®
uxv=(-v)xu fur alle uvOR®
ux(v+w)=uxv+uxw fur alle uv,wOR?
(Au)xv=A(uxv) fur alle u,vOR®, A0OR

X[]e o
Beimv Teutates, die spiawne
;{_ Teututes : kelt. die Mathematiker ’éP
aummesgott




uxv Ju und uxv Ov

Die Richtung von yxv ergibt sich aus der

Dreifingerregel der rechten Hand !
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Der Betrag des Vektorprodukts o
O UXV =
luxv |2 =(U,v; — U3V2)2 +(U,v, — u1V3)2 +(u,v, - u2V1)2
U,°V," = 2U,V,U,V, + UV,
2 2 2. 2
+U; Vv, —2u,v,u,v, HU Vv,

+U,°V,” = 2U,V,U,V, +U,°V,

=(u,” +u,” +U, ) (v, + Y, V) = (U, Uy, +uy, )
u v

MEk%:

=lu|v P sin’a

=luf|v | @-

)

luxv|=u|dv]|Bina

usVv, —u,vs
u,v, —u,v,




Der Betrag des Vektorprodukts

/u2v3 — U5V, |

UXV =| UV, —U\V, |G><\7|:|G|[|]\7|B|na'
UV, —UV, )

uxv| ~
V' |hgv|Gina

a

—_—

u

GXQ‘ entspricht dem Flicheninhalt des von u

und Qaufgespannten Parallelogramms



- AParaIIeIogramm =|uxV
a u
\Y 1~ -
= ADreieck = —|uxVv
a u 2
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Rauminhalte vektoriell - Spatprodukt

c|[tos B =(axb)Oc

(a><b) Ic

Spat
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Rauminhalte vektoriell - Spatprodukt

G

/ C, GC,

Q|

(axb)lc =a,b,c, —a,b,c,
+ a3b1C2 - a1b3Cz

(a.b. —a.b, )
2~3 3~ 2
S +a.b.c, —a,b.c
axb=| a;b, —ab, e e
al a2 a3
albz_a2b1) _
Cl CZ C3

/ ‘ VSpat — (aXB) j(_i
O T
D c =[ b, b, b,

Cs




Rauminhalte vektoriell - Pyramidenvolumen

P, =P, well

Ein halber Spat
besteht aus drel
volumengleichen
Pyramiden :

P,(F;G;H;C)
P,(B;C;D;F)
P.(C;D;H;F)

G,(H;F;,G)=G,(B;C,D) und h, =h,
G,(C;GH)=G,(C,D;H) und h*=h,*

P, =G, weil



:—G[ﬂ]:1
3

Pyramide4 3




