Kapitel VI

Punkt- und Intervallschatzung
bel Bernoulli-Versuchen

EinfUhrungsbeispiel: Jemand wirft einen korrekten Wurfel 60 mal. Wie oft etwa wird er die 6
wirfeln?

Klar: etwa 10 mal, es kann aber auch mehr oder weniger sein. Das ergibt sich aus der
Wahrscheinlichkeit P(6) = 1/6.

Dass er nur einmal oder gar Gberhaupt keine 6 wurfelt, dass er vielleicht gar 40 mal die 6
bekommt, all das ist zwar nicht auszuschliel3en, aber duRerst unwahrscheinlich.

Ordnen wir die Sache ein:; Ein Wurf mit einem Wirfel ist ein Bernoulli-Versuch, falls wir als
Ergebnisse nur 2 Mdglichkeiten zulassen. Es bieten sich an: E = ,,6“, E =,,nicht 6.
Vorausgesetzt, der Wrfel ist korrekt, dann ist p = 1/6 und q = 5/6.

Das 60-fache Werfen ist ein 60-stufiger Bernoulli-Versuch: n = 60.

In der Tat kann man davon ausgehen, dass die Anzahl der Sechsen bei diesem 60-fachen
Wiirfeln eher bei 10 als bei irgend einer Zahl darunter oder dartber liegt! Das sagt nicht nur der
vielzitierte ,,gesunde Menschenverstand®, das l&sst sich auch verifizieren, wenn man dieses 60-
stufige Experiment immer und immer wieder durchfuhrt und Buch fihrt. (Siehe das Gesetz der
»groRen Zahl“!)

Die 10 ist der ,,Erwartungswert” bei diesem 60-stufigen Bernoulli=Versuch.

Wir nennen sie u . Berechnet haben wir den Erwartungswert durch 60%’—:10

Schwieriger wird es, wenn man 100 mal wurfelt. Es ist namlich 100%:16%::17 . Hier ist der

Erwartungswert nicht ganzzahlig. Die wahrscheinlichste Anzahl ist die ndchstliegende ganze
Zahl, hier 17.

Bei einem n-stufigen Bernoulli-Versuch mit Erfolgswahrscheinlichkeit p ist
der Erwartungswert ( d.h. der Mittelwert der Anzahl der Erfolge)

H=nlp

Das Maximum der Binomialverteilung liegt beim Erwartungswert oder in der
Né&he davon.




Binomialvartailung n=100 p= 0,3 ;04 ;05

aeo + { S+, mmoviech I
u:m_ | I I “l

0, &0
0, 00
0, )
0,030
0,020
0,010
0, 030

ﬁﬁﬁﬁllﬁﬁ!ﬂﬁﬁﬂ?l%ﬁE%’|E|$-‘E$$EE~‘E
|

Man spricht dabei auch von einer ,,Punktschatzung* und ist sich der Tatsache bewusst, dass
Abweichungen nach oben oder unten durchaus zu erwarten sind.

Beispiel 2: Bei einer Lndtagswahl bekommt Partei A 25% der Stimmen.

Zufallsversuch: Greife einen Wahler heraus und frage ihn, ob er Partei A gewéhlt hat oder
nicht. (Andere Parteien zahlen nicht. Es gibt also nur zwei mogliche Ergebnisse, wobei
wir willkirlich E = ,,Parteipraferenz fur A* festlegen.) Esistp="Y

Stichprobe: Greife wahllos 1000 Wahler heraus und frage sie nach ihrem Wahlverhalten.

Dann haben etwa 1000%:250 davon A gewaéhlt. Es ist ©=250.

Kritik: Diese Punktschatzung ist natiirlich nicht sehr aussagekraftig. Sinnvoller wére eine
Aussage der Art: ,,Mit allergroRter Wahrscheinlichkeit haben von diesen 1000 Leuten
zwischen 215 und 285 Partei A gewahlt.” Dabei ist nattrlich die Frage: Was heif3t
»allergrofite Wahrscheinlichkeit“? Kann man dies quantifizieren?

(Spater werden wir zeigen, dass dies mit 99% Wahrscheinlichkeit gesagt werden kann!)
Es geht um eine ,,Intervallschatzung”.

Um diese Frage angehen zu kénnen, mussen wir uns nochmals mit dem Thema ,,Streuung*
beschaftigen, das uns in der Beschreibenden Statistik begegnet ist. SchlieBlich ist die
Binomialverteilung ja so etwas wie eine statistische Erhebung mit allem Drum und Dran wie
Mittelwert, Streuung — und nattrlich MalRen fir die Streuung!

Wie in der Statistik gibt es eine Standardabweichung von dem Erwartungswert, die eine Aussage
Uber die Streuung der Binomialverteilung um den Erwartungswert macht:

Zunachst die Varianz: V = Z(k —u) (X =k)

Es gibt jedoch eine einfache Formel, die wir aber nicht beweisen: V =n[p[q
Daraus gewinnt man die Standardabweichung: o=V




Es gilt:

o=\nlpg

Aufgabe 7.1: Siehe obiges Beispiel mit der Landtagswahl.
Berechne die Varianz und Standardabweichung fur die Stichprobe mit 1000 Wahlern!

Aufgabe 7.2: Ein korrekter Wiirfel wird 30 mal geworfen.
(@) Wie oft etwa wird die ,,6“ erscheinen?
(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die ,,6“ genau 5 mal erscheinen?
(c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird die ,,6* zwischen 4 und 6 mal erscheinen?
(d) Jemand behauptet: ,,Wenn man 30 mal (mit dem korrekten Wirfel) wirfelt, erhélt man
zwischen 3 und 7 mal die Sechs.*
In wie viel Prozent aller Falle stimmt diese Behauptung?

Wie du im Verlauf der Rechnung festgestellt hast, ist in der Binomialverteilung das tber 5
liegende Rechteck das hdchste, daran anschlieRend nach oben und unten folgen niedrigere
Rechtecke!

Die Binomialverteilung dieses Problems hat dieses Aussehen:

Binomialverteilung n=30 p=1/6
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Wahrscheinlichkeit einer Umgebung mit Radius r um den Erwartungswert u
(k = Anzahl der ,,Erfolge*)
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Die Wahrscheinlichkeit, dass die Anzahl der ,,Erfolge” in dem Intervall [,u—r;,u+r] liegt, ist

gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten P(X = k) fur k O+ 1; i 1]
Hier: P(X=3)+P(X=4)+..+P(X=7)

Frage: Wie grol? muss man allgemein den Radius r des Intervalls um g wéhlen, damit z.B. mit
90-prozentiger Wahrscheinlichkeit die Anzahl der ,,Erfolge” in diesem Intervall liegt?

Im Prinzip ist diese Frage grundsatzlich rein rechnerisch Iosbar:
» Man bestimmt den Erwartungswert u
* \Von hier aus bestimmt man — von dem zentralen Punkt aus nach links und rechts
schreitend — die Wahrscheinlichkeiten der Nachbarwerte k so lange, bist die Summe
der Wahrscheinlichkeiten 90% erreicht oder tiberschreitet.

Das kann lange dauern! Vor allem ist die Rechnung ,,zu FuB* bei grof3en n extrem mihsam.
Mit EXCEL dagegen ein Kinderspiel.



Zum Glick macht die Theorie eine sehr einfache Faustregel, die wir aber nicht beweisen,
sondern ,,nur* anwenden werden. Sie greift auf die Standardabweichung zuriick:

Unter der Voraussetzung, dass bei einem n-stufigen Bernoulli-
Versuch die Laplace-Bedingung O >3 @ erfullt ist, ist der Radius r
der 90% - Umgebung um H gerader=1,64 O,
der 95% - Umgebung um H gerader=1,96 O,
der 99% - Umgebung um M gerader=258 O .

Wir fassen zusammen:

Bei einem n-stufigen Bernoulli-Versuch (Erfolgswahrscheinlichkeit p,
Misserfolgswahrscheinlichkeit g =1-p) fragt man:

Wie oft ist auf diesen n Stufen ein Erfolg eingetreten?

Es gibt zwei Antworten:

(1) Eine Punktschatzung:
Die ungefdhre Anzahl von Erfolgen ist gleich dem Erwartungswert

H=nlp

(aber das weiB schon Lieschen Miiller...)

(2) Eine Intervallschatzung:
Man kann um den Erwartungswert A herum ein Intervall mit Radius r angeben,
in dem ,,mit groRer Wahrscheinlichkeit“die Anzahl der Erfolge liegen.

Man kann dann etwa sagen: ,,Mit 90% (bzw. 95%, bzw. 99%) Wahrschein-
lichkeit gibt es zwischen ... und ... Erfolge”

e Bei90%istr=1,64 O ,
e Bei 95%istr=1,96 O ,
e Bei99%istr=2,58 O .

Anwendung finden Intervallschdtzungen vor allem bei Stichproben.

© Alternativ: n[p[g>9



Vielen Leuten sind gefiihlsmaRig die 95%-Umgebungen lieber (etwa gegeniiber den 90%-
Umgebungen). Daher gibt es eine darauf abgestellte Redewendung:

Liegt die Anzahl k der Erfolge einer n-elementigen Stichprobe innerhalb einer 95%-Umgebung
von M | so sagt man:

Die Anzahl k ist vertraglich mit der Wahrscheinlichkeit p (bei einem Signifikanzniveau
von 95%)

Liegt die Anzahl k der Erfolge auBerhalb der 95%-Umgebung, so spricht man von einer
signifkanten Abweichung. (lat: insignis=ausgezeichnet)

EXCEL-TABELLE

Einumialuertailung n=100
p= 0.1 0,2 03 0.4 05 0.6 a7 0.8 0.8

1,64*¢ 492 656 752 803 820 803 752 656 492
1,96+ 5,88 7,84 8 a8 8,60 8.80 8.60 888 7,84 5,88
2,58*c 774 1032 1182 1264 1280 1264 1182 1032 774
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Aufgabe 7.3: Schétze, wie oft man beim 300fachen Munzwurf (mit einer idealen Miinze)
Wappen haben wird.

Gib Bereiche an, in denen mit einer Wahrscheinlichkeit von 95% (90%; 99%) das Ergebnis
liegen wird!

Aufgabe 7.4: In 30% aller 4-Personen-Arbeitnehmer-Haushalte gibt es eine
Geschirrspilmaschine.

Eine Stichprobe vom Umfang 720 wird durchgefiihrt. In wie viel dieser Haushalte wird man bei
einem Signifikanzniveau von 95% eine Geschirrspulmaschine vorfinden?

Aufgabe 7.5: Beim Lottospiel ,,6 aus 49 werden in einer Woche ca 75 Millionen Tips
abgegeben. Die Wahrscheinlichkeit fiir ,,5 ohne Zusatzzahl* betragt 252 / 13 983 816, die
Wahrscheinlichkeit fur ,,6 Richtige” ist 1 / 13 983 816.
Wie viel Gewinner

(@) mit ,,5 ohne Zusatzzahl*

(b) mit,,6 Richtigen®
werden dabeisein? Gib eine Punktschdtzung und eine Intervallschdtzung auf dem
Signifikanzniveau von 95% ab — sofern moglich!!!

Aufgabe 7.6: Einem Kreis mit Radius 1m ist ein Quadrat unbeschrieben. Nun fallen nach einem
Zufallsverfahren 5000 ,,punktférmige Regentropfen® in das Quadrat. Mit wie viel Treffern in den
Kreis hat man zu rechnen? Punkt- und Intervallschatzung bei einem Signifikanzniveau von 95%!

Aufgabe 7.7: Nach einem Zufallsverfahren werden zwei Zahlen x mit 0<x<7 und y mit
0<y<1 bestimmt. Das Zahlenpaar (x | y) gilt als ,, Treffer”, wenn y=>sin(x) ist.
(@) Skizziere den Sachverhalt!
(b) Berechne die Wahrscheinlichkeit flr einen Treffer!
(c) Wie viel Treffer sind bei 5 000 Zahlenpaaren zu erwarten? (Punktschétzung!)
(d) In einem Experiment erwiesen sich von den 5 000 Zufallspaaren 1 848 als Treffer. Ist
dieses Ergebnis mit einem Signifikanzniveau von 95% vertraglich mit der theoretisch
berechneten Wahrscheinlichkeit?

Das nachfolgende Kapitel ist eine Powerpoint-Prasentation, die ihr euch auf der Seite
www.wazimmer.de ansehen konnt. Hier findet ihr auch noch das gesamte Skript, die Lésung der
Aufgaben und noch vieles mehr.




Kapitel VIII
Das Testen von Hypothesen

Faustregeln

Die folgenden Faustregeln fur Binomialverteilungen gelten
umso genauer, je groflter n ist, insbesondere falls die Laplace-
Bedingung o - yn-p-q >3 erfiilltist.

Radius der | Wahrscheinkchkeit Wahrscheinlichkeit | Radius der

Umgebung | der Umgebung der Umgebung Umgebung
g |68% 00% 1,64 .o
2o [95,5% 95% 1,96 - o
30 [99,7% 99% 2,060

K|

Beispiel fur die Faustregeln

'f 196 ] R TTR T T [P P T T el FSECED e A 1896-

42560 p-1640 1

n=100 p=04 = u=np=40

o = ./npg =+/40.0,6 = 4,9

1,64-0 = 8,03 196-0=9,6 2,56-0 212,54
U, = [32:48] U,., —[31:49] U, - [28:52]




Casinowiirfel und normaler Spielwirfel

Casinowtirfel ;

-nahezu exakte Wirfelform,
-transparent,

-Augen aus einem Material gleicher
Dichte eingelassen

-vom Casino signiert

Spielwurfel :

-Wurfelform mit abgerundeten Kanten
und Ecken,

-i.a. nicht transparent,

-i.a. Augen ausgefrast

Ist der Spielwiirfel als hinreichend ideal anzusehen 7
Wir prufen das Auftreten der 6 und stellen eine
Hypothese auf ;

Hy: Der Wiirfel ist ideal, d.h. pe= &

Wir wirfeln 120 mal: Nullhypothese
6 6
25 95

Wir mussen eine Bedingung formulieren, wann wir die
Hypothese annehmen bzw. wann wir sie verwerfen.,



Entscheidungsregel

BT =enenay saiil i

1,64-0 ~ 6,7
1,96.-0 = 8,002
2.55‘5”1“145 nresrEsvon ey s AR P A

Use, = [14;26] Uy, =[12;28] Uy, =[10:30]
95%-Entscheidungsregel :
Ich verwerfe die Hypothese, wenn entweder k<12 oder k>28 ist.

Entscheidungsregel

U,., =[12,;28]

W N N DD NANYT NN E N DODHRBR

Stochastik Endfassung.doc 45/53 28.08.2006 18:36



Das Ergebnis k=25 ist vertraglich mit der Hypothese, also
verwerfe ich diese nicht. lch behalte sie bei.

Vorsicht! Eine Annahme, dass die Hypothese gultig ist, ist damit
nicht moglich, weil dieses Ergebnis k=25 auch mit anderen
Hypothesen vertraglich ist.

z.B. H: Der Wiirfel ist nicht ideal. pP=0,18

Entscheidungsregel

EnrnThalel sliae] 0 100 oLl mh

H=np=18

o = npq =
J18.0,85 = 3,92

1,96 -0 = 7,67

Vo =[11:29]

H

95%-Entscheidungsregel : Ich verwerfe die Hypothese H wenn
entweder k<11 oder k=26 ist

Das Ergebnis k=25 ist auch vertraglich mit der Hypothese H,
also verwerfe ich auch diese nicht.



Verwer fen einer Hypothese

Anderes Ergebnis fur n=120:

6

|

30

90

Ho: Der Wiirfel ist ideal, d.h. p5=;—

U,.. = [12:28]
95%-Entscheidungsregel :

Ich verwerfe die Hypothese, wenn entweder k<12 oder k>28 ist.

k=30 = Ich verwerfe die Hypothese H,.

Verwerfen einer Hypothese

Brerigemisiog el el vl

P(X = 28)

=1-P(X = 28) 0.978
& 1-0978= 0,022

P(X <12)

=P(X=<11}= 0014

P{X = 12oder X = 28)=10,036

lch verwerfe die Hypothese H,;in 5% (genauer 3,6%) der Falle
ZU unrecht, denn auch solche Ergebnisse treten bei einem
idealen Wurfel in ca. 5% der Falle auf.

Fehler 1. Art.



Fehler 1. und 2. Art

Beim Testen der Hypothese H, : p=p, sind folgende
Entscheidungen und Fehler moglich:

Test Entscheidung P=py, |Bewertung

wahr | Fehlentscheidung

kK ¢ Ug... | H,wird abgelehnt Fehler 1. Art
falsch |richtige
Entscheidung
wahr |richtige
kK e U, |H,wird beibehalten Entscheidung

falsch | Fehlentscheidung
Fehler 2. Art




Aufgaben zu Kapitel 8:

Aufgabe 8.1

Ein elektronischer Wiirfel zeigt auf Tastendruck zufallig eine der Ziffern 1,2,3,4 an. X sei
die Zufalls-variable ,Augenzahl beim einmaligen Wurfeln* mit diesem Wirfel. Die
zugehorige Wahrschein-lichkeitsverteilung ist durch

k 1 2 3 4
P(X=Kk) 1 1 1 1
4 3 4 6

gegeben.

Der Wurfel wird 100 mal betatigt.
8.1.1 Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt dabei genau 33 mal die Ziffer 3 auf ?
8.1.2 Mit welcher Wahrscheinlichkeit tritt die Ziffer 3 mindestens 25 mal und héchstens
33 mal auf ?

Jetzt will man Uberprifen, ob fir diesen Wirfel die Hypothese p :%

fur das Auftreten der Augenzahl 2 zutrifft.
Dazu wird wieder 100 mal gewdurfelt.

8.1.3 Wie lautet eine Entscheidungsregel mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 5% ?
8.1.4 Beurteile das Ergebnis : Es tritt 36 mal die Ziffer 2 auf.
8.1.5 Wie ware das Ergebnis ,Die Ziffer 2 tritt 23 mal auf* zu beurteilen ?



