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Faustregeln

Die folgenden Faustregeln fur Binomialverteilungen gelten umso
genauer, je grolRer n ist, insbesondere falls die Laplace-
Bedingung o =.n-p-q>3 erfllltist.

Radius der | Wahrscheinlichkeit Wahrscheinlichkeit | Radius der

Umgebung | der Umgebung der Umgebung Umgebung
o 168% 90% 164 -
20 [95,9% 95% 196 -

3o [99,7% 99% 256 -0
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Beispiel fiir die Faustregeln

,Ll—l,960 Binomialverteilung nh=100 p=0.4 /«1+l96(7
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u—256-0 wu-164-o U u+164.0 u+256-0

nN=100 p=04 = u=np=40

= /npq =+/40-0,6 ~ 4,9

164-0~803 196-0~9,6 2.56-0~12,54
Ugqe, =[32;48] Ugso, =[31,49] Ugy,, =[28;52]
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Casinowiirfel und normaler Spielwiirfel

Casinowurfel :

-nahezu exakte Wurfelform,
-transparent,

-Augen aus einem Material gleicher
Dichte eingelassen

-vom Casino signiert

Spielwurfel :

-Wurfelform mit abgerundeten Kanten
und Ecken,

-l.a. nicht transparent,

-i.a. Augen ausgefrast



Ist der Spielwiirfel als hinreichend ideal anzusehen ?

- Wir prufen das Auftreten der 6 und stellen eine
* >  Hypothese auf .
p
% : :'I) Ho: Der Wiirfel ist ideal, d.h. pg= =
Wir wirfeln 120 mal: Nullhypothese
6 6
25 95

Wir mussen eine Bedingung formulieren, wann wir die
Hypothese annehmen (besser: wann wir sie nicht
verwerfen) bzw. wann wir sie verwerfen.



n=np=20 e
o =./npq = -
5 | sinwinl _
20-— =~ 4,08 ; SR
6 z 7
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Ugsor =[12;28] Uy, =[10;30]
95%-Entscheidungsregel :

Ich verwerfe die Hypothese, wenn entweder k<12 oder k>28 ist.
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Entscheidungsregel

Binomialverteilung n=120 p=1/6

Uggor =[12;28]

| ﬁnmﬂﬂﬁ :(

Ergebnisse aul3erhalb der U,.,, -Umgebungen heil3en
ungewohnlich, die Abweichung wird als signifikant bezeichnet.

95%-Entscheidungsregel :

Ich verwerfe die Hypothese, wenn entweder k<12 oder k>28 ist

Ilch verwerfe also die Hypothese flr k=25 nicht !
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Entscheidungsregel
U95% — [12; 28]

95%-Entscheidungsregel :

Ich verwerfe die Hypothese, wenn entweder k<12 oder k>28 ist

Das Ergebnis k=25 ist vertraglich mit der Hypothese, also
verwerfe ich diese nicht. Ich behalte sie bei.

Vorsicht! Eine Annahme, dass die Hypothese gultig ist, ist damit
nicht moglich, weil dieses Ergebnis k=25 auch mit anderen
Hypothesen vertraglich ist.

z.B. H: Der Wurfel ist nicht ideal. pz=0,18
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Entscheidungsregel
lLl — np — 18 Binomialverteilung n=120 p=0,15
o =\/npq = Tl
J18-0,85 ~ 3,92 AN
L] 950// |

1,96-0 = 7,67

0,04 ]
U [11;25] IR iR
95%0 1 H H
0 — .ﬁ.”.ﬂ‘ e ‘H.H‘”.'ﬁ‘ =
4 5 8 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 1920 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
k

95%-Entscheidungsregel : Ich verwerfe die Hypothese H wenn
entweder k<11 oder k>206 ist

Das Ergebnis k=25 ist auch vertraglich mit der Hypothese H,
also verwerfe ich auch diese nicht.
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Die Annahme von H, bzw. die Ablehnung von H,

Die Annahme von H, ist keine Bestatigung von H, !

Die Ablehnung von H, ist keine zwingende, logische
Widerlegung von H !

Im Test werden wir zu einer Entscheidung gezwungen und
handeln nach einer von uns festgelegten Strategie.

Solange wir Beobachtungen mit Diese Strategie ist

Wi K| ké das Tragheitsprinzip
unserem Wissen erklaren konnen, o o
sehen wir keinen Grund an ihnen zu Handelns.

zweifeln.
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Unser Weltbild

Unser Weltbild besteht aus
lauter akzeptierten, aber nicht
notwendig wahren
Nullhypothesen.

Ich denke, also bin ich!
Da bin ich mir sicher

Descartes 1637 : Je pense donc je suis!

Hy4 : Die Dinge, die ich mit meinen
Sinnen erfasse gibt es!

Ho, : Eine gute Ausbildung ist Grund-
lage fur meinen Erfolg im Beruf.

Hy; : Es gibt ein ,Leben” nach dem H,, : Die Rente ist
Tod. sicher.

Diese behalten wir so lange bel, bis
wir sie nicht mehr mit unseren
Erfahrungen vereinbaren konnen.

U.S.W.



Die Annahme der
Hypothese ist nahezu
bedeutungslos!

Das Ergebnis eines Zufallsversuchs
spricht nicht gegen die Annahme.
Was heildt das schon?

Beispiel: In meinem Weltbild ist die
Welt voller Trolle.
Nullhypothese: Trolle sind unsichtbar?

Entscheidungsregel: Ich behalte die
Hypothese bei, wenn sich in einer
Stichprobe kein Mensch findet, der
glaubhaft nachweisen kann, einen
Troll gesehen zu haben.
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Die Annahme der
Hypothese ist nahezu
bedeutungslos!

Ergebnis der Stichprobe: k=0

Also behalte ich mein Weltbild bel!




Die Verwerfen eine
Hypothese ist eine ernst z
nehmende, also eine

Entweder ist H, wirklich falsch,
oder es ist ein seltenes Ereignis
eingetreten, dessen
Wahrscheinlichkeit wir abschatzen
konnen.




95%-Entscheidungsregel :Ich verwerfe die Hypothese, wenn
entweder k<12 oder k>28 ist.

k=30 = Ich verwerfe die Hypothese H,.
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Verwerfen einer Hypothese

Binomialverteilung n=120 p=1/6 kumuliert

P(X > 28)

=1-P(X < 28) . _

~1-0,978 0,022 allh R

P(X <12) AR

=P(X <11)~ 0,014 HHHHHHHAHAHHHHHEH
0,014 —— mﬂﬂﬂ % ,,,,,,,,,,,,,,

P(X <12oder X >28)=0,036

Ich verwerfe die Hypothese H,in 5% (genauer 3,6%) der Falle
zu unrecht, denn auch solche Ergebnisse treten bei einem
idealen Wurfel auf.

Fehler 1. Art.
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Fehler 1. und 2. Art

Beim Testen der Hypothese H; : p=p, sind folgende
Entscheidungen und Fehler moglich:

Test Entscheidung P=p, |Bewertung

wahr | Fehlentscheidung

K & Uy, | Hy wird abgelehnt Fehler 1. Art
falsch |richtige
Entscheidung
wahr |richtige
K € Ug.,, | Hy wird beibehalten Entscheidung

falsch | Fehlentscheidung
Fehler 2. Art




Cusanus-Gymmnasium Wittlich g4y, / Statistik

Dieses Ziel ist unerreichbar, denn
Fehler sind unvermeidlich, da wir
die Wahrheit nicht kennen.

Wir haben aber die Moglichkeit, die
Wahrscheinlichkeit fur den Fehler 1.
Art zu kontrollieren
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Gerichtsverfahren: Testen einer Hypothese

Angeklagt ist H,

Spricht H, die Wahrheit oder
lagt Hy ?

Grundlage des Prozesses ist

die Unschuldsvermutung von
HO

Die Annahme von H, ist ein Freispruch mangels Beweises.
Die Indizien haben nicht ausgereicht H, zu widerlegen.

Fehler 1. Art ist die Verurteilung eines Unschuldigen
Fehler 2. Art ist der Freispruch eines Schuldigen.
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Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test einer Hypothese)

In ein Spielcasino wurden neben korrekten Wurfeln
auch gefalschte Waurfel, die angeblich eine 6 mit
p=0,25 produzieren untergeschoben. Das Casino
beschlieldt alle Wirfel durch jeweils 100 Testwurfe zu
prufen.

H, : Es handelt sich um einen Laplace-Wurfel
ps=1/6 Nullhypothese

Sei also X die Anzahl der gewdurfelten Sechsen
p6 >1/6 (ps=0,25) Gegenhypothese

Dann ist E(X)=17 und c=3,7




Cusanus-Gymnasinm Wittlich gy, Statisik

i | H

Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test)

Mit einer zunachst willkurlich gewahlten Zahl k=25 wird eine
Entscheidungsregel formuliert: Bei mehr als 25 Sechsen wird
der Wurfel als gefalscht eingestuft.

Fehler 1. Art : (unschuldig aber verurteilt)
Ein Laplace-Wurfel wird falschlicherweise als gefalscht eingestuft.

Fehler 2. Art : (schuldig aber freigesprochen)
Ein gefalschter Wurfel wird falschlicherweise
als Laplace-Wurfel angesehen.

a =P(X>k)=1-P(X < 25)
~1-0,988 = 0,012

Mit einer Wahrscheinlichkeit von 1,2%
Begehen wir einen Fehler 1. Art

Dieser Fehler ist vertretbar klein. L]

Die Grolde der Fehler
hangt von dem
gewahlten k ab!
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Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test)

Fehler 2. Art : (schuldig aber freigesprochen)
Ein gefalschter Warfel wird falschlicherweise als Laplace-Wurfel
angesehen.

B =P(X <k)=P(X < 25)

=0,553
p6=0,25 ?7?
Mit einer Wahrscheinlichkeit von 55,3% Schwierig, da ich
Begehen wir einen Fehler 2. Art d.h. wir normalerweise das p
sehen einen gefalschten Wurfel als des gefalschten Wiirfe|s
Laplace-Wiirfel an. icht kenne!
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Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test)

n=100 p=0,167 a=P(X>Kk)=1-P(X < 25)
0,120 =1-0,988 =0,012

0,100 HI-

0,080 _'—————‘ ,B — P(X < k) = P(X < 25)
oo =0,553

0,040 HHHHHHH
0,020 ’-ﬂ HHHHHHH ﬂ—[
o,ooo.......".”.”..............H O . P6=O,25

HHHHH

P(X=k)

0
2
4
6
8
0
2
4
6
8
0
2
24 ]
26
28
30
32
34
36
38
40 7]

Je grolder ich k wahle,
desto kleiner wird o

D I
i
=
o |
h
I

34
36
38 ]
40

32 ]

HHHHH
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Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test)

n=100 p=0,167 a=P(X>k)=1-P(X<25)
0,120 - =1-0,988 =0,012
o B =P(X <k)=P(X < 25)
o i =0,553
e ”M 1 ”H” e p=0,25
R ) B kann durch k nicht

12100 p=0.25 beeinflusst werden, da
ich i.a. p nicht kenne.

0,100 '
0,090 = : f
0,080 HHH Y 7, \f ) )
0,070 — ‘ > é /W,

< 0,060 ——HHHHH A HE \ Z

% 0,050 ﬁ HHHAHHE " : '

& 0,040 ——HHHH {

== =

HHHHHHHHHHHHHHHH
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Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test)

Mit einer zunachst willkurlich gewahlten Zahl k=25 wird eine
neue Entscheidungsregel formuliert: Bei weiniger als 25
Sechsen wird H, nicht abgelehnt, bei mehr als 25 Sechsen wird

H, abgelehnt.

Nur wenn man mehr als 25
Sechsen gewurfelt hat , kann man Logol Ich muss die
eine brauchbare Schlussfolgerung Entscheidungsregel

Ist eine starke
Waffe!
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Beispielaufgabe 1 (Einseitiger Test)

In der Praxis gibt man haufig eine obere Schranke fur o vor,
etwa 0=5% und bestimmt dann die kleinste Zahl k, fur die der
Fehler 1. Art gerade o ist.

a =P(X>k)=1-P(X <Kk)
— P(X<k)>1—a=95%

Tabelle: k=23 R o

GLyvipikavt!

Ergeben sich also bei dem Versuch
mehr als 23 Sechsen, so kann man
mit einer Sicherheit von mindestens
95% sagen, dass der Waurfel
gefalscht ist.
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Beispielaufgabe 2 (Zweiseitiger Test einer Hypothese)

In ein Spielcasino wurden neben korrekten Wurfeln
auch gefalschte Waurfel, die angeblich eine 6 mit
pP<1/6 bzw. mit p>1/6 produzieren untergeschoben.
Das Casino beschliel3t alle Wurfel durch jeweils 100
Testwurfe zu prufen.

H, : Es handelt sich um einen Laplace-Wurfel
ps=1/6 Nullhypothese

H, : Es handelt sich um einen gefalschten Wurfel mit
pg >1/6 oder pg; <1/6 Gegenhypothese

Da der Wurfel hier auch zu selten eine 6 produzieren
kann, muss der Ablehnungsbereich der
Nullhypothese auf beiden Seiten von E(X) liegen.
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Beispielaufgabe 2 (Zweiseitiger Test einer Hypothese)

H, : Es handelt sich um einen Laplace-Wurfel
ps=1/6 Nullhypothese

H, : Es handelt sich um einen gefalschten Wurfel mit
ps >1/6 oder pg; <1/6 Gegenhypothese

Der Ablehnungsbereich hat also die Form:
[0,1....k ]U[K,....100]

Und jetzt wieder eine
obere Schranke fur den

5% >P(X <k v Xxk)
5% >P(X <k) +1-P(X <k, )
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Beispielaufgabe 2 (Zweiseitiger Test einer Hypothese)

H, : Es handelt sich um einen Laplace-Wurfel pg=1/6 Nullhypothese

H, : Es handelt sich um einen gefalschten Wurfel mit
pg >1/6 oder pgs <1/6 Gegenhypothese

32 7

O N ¥ © 0O N ¥ © 0 O «
4 4 <4 4 <4 N «

n=100 p=0,167

0120 = 7 0004 21 0,898
1 8 0009 22 0936 2,5% >P(X <k
0,100 [0 . ] = 23I 0061 | ’ ( I )

0,080 T 10 0,042 24 0978 —12,5% >1-P(X <Kk, _,)

¥ 11 0,076 I - 25 0,988

x 0,060 T alsialslzlxls —

o . .
0000 + 2 59, 2.5% — Ich habe keine Information
0,020 (ﬂ {H uber die Abweichung der
o L O = UL AL ’ﬂnn _er Wiirfel, also k, und k.

) quasi symmetrisch!

Ablehnungsbereich fur H,
[0,1.....9]U[24....100]
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Beispielaufgabe 2 (Zweiseitiger Test einer Hypothese)

H, : Es handelt sich um einen Laplace-Wurfel pg=1/6 Nullhypothese

H, : Es handelt sich um einen gefalschten Wurfel mit
pg >1/6 oder pgs <1/6 Gegenhypothese

n=100 p=0,167 = 100 - 0,167 ~17
o =+/16,7-0,833 =~ 3,7> 3

h = EXCEL
v T 1,96-0 =~ 7,3 Ugsor = [10; 24]
2o,oso miinhie | 95,7%
% 0,060 HHHHHHH =
" 0040 Mit der 95%-Umgebung
0,020 M {H kann ich auch
0000 vt DAL  p e argumentieren!

O N ¥ © 0 O N ¥ ©O 0 O N ¢ © o O <
= = " =" «+ N N N N N ™M ™

AN © o O
™ M M <
X 7 | "}

Ablehnungsbereich fur H,
[0,1.....9]U[25....100]

7, 5 ) -
S
o) "\
e W,V '
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Wie konstruiert man nun einen Test?
Je groRer man k wahlt, desto kleiner ist der Fehler 1. Art d.h.
man halt selten einen echten Wurfel fur gefalscht.

Positiv ausgedruckt: Fast jeder als gefalscht gehaltene Wurfel
Ist tatsachlich gefalscht.

Erkauft wird diese Sicherheit aber
durch eine hohe Anzahl an Wurfeln,

die nicht als gefalscht erkannt Das ist ein echtes
d b o e Dilemma! Ich muss mir

Ich spreche lieber einen
Schuldigen frei, als einen
Unschuldigen zu verurteilen!
In dubio pro reo!
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Wie konstruiert man nun einen Test?

Je kleiner man k wahlt, desto grol3er ist der Fehler 1. Art und der
Fehler 2. Art wird kleiner.

Die Fehlerschranke fur o kann
also nicht berechnet werden,
sondern ist bestimmt durch die
Absicht, die mit dem Test
verbunden ist.

Klar, in einem solchen Fall
zeigt der Test haufig ein
signifikantes Ergebnis:
Viele Wurfel werden als
falsch eingestulft.
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Ubungsaufgabe 1

Im Zusammenhang mit der Frage, ob weitere Folgen einer neuen Familienserie
ausgestrahlt werden sollen, wird behauptet, dass mindestens 60% aller
Fernsehzuschauer die Serie regelmaliig sehen. Um diese Hypothese zu tberprifen,
werden 50 Fernsehzuschauer befragt. Wie ist der Ablehnungsbereich zu wahlen,
damit die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art hochstens 5% betragt?

H,: Mindestens 60% sehen die Serie regelmaig. P, =0,6
H,: Weniger als 40% sehen die Serie regelmaRig. P, <0,4
n=50 stufiges B.E. p=0,6 Erfolg: ...siehtregelmalig
o < 0,05 20 00ps =50 =06
1. 210008
P(X <k) < 0,05 YT 2 oo
0.120 23100311
Wenn 23 oder weniger der - o
Befragten die Serie nicht & 0,060 o i
regelmafig sehen, wird die oo P Il 1
Nullhypothese verworfen! 0.000 —oc .
Y 'll/(:']?:/ (2o R A ML)
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Ubungsaufgabe 2

Im Zusammenhang mit der Frage, ob weitere Folgen einer neuen Familienserie
ausgestrahlt werden sollen, wird behauptet, dass hochstens 40% aller
Fernsehzuschauer die Serie nicht regelmaliig sehen. Um diese Hypothese zu
uberprifen, werden 50 Fernsehzuschauer befragt. Wie ist der Ablehnungsbereich zu
wahlen, damit die Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art hdchstens 5% betragt?

H,: Hochstens 40% sehen die Serie nicht regelmaRig. Py, = 0,4
H,: Mehr als 40% sehen die Serie nicht regelmaRig. P, > 0,4
n=50 stufiges B.E. p=0,6 Erfolg: ...siehtregelmalig

oder n=50 stufiges B.E. p=0,4 Erfolg: ...sieht nicht regelmafRig

11 D,DD@ n=50 p=0,4 n=50 p=0,6 24 0-904
12 0.013 35 08945
Sl un - selosr]
or00- 14 0,054 | 37 0987
, - 0,100 1l 38 0,994
2 0,080 - 15 0,096 UL L < 0,080 (L '
X x
T 0,060 HHHH HH & 0,060
0,040 } H 1 0,040 HHHHHH HH
0,020 HHHHHHAH 0,020 HUHHHHL AN
o0 9 11111 e — ol ]
AR BN VN SRR A Y S S L S ST I, A T P S G S S R
K K



Cusanus-Gymmnasinm W ittlich '"’ 5 / Statistik

Ubungsaufgabe 2

H,: Hochstens 40% sehen die Serie nicht regelmaiig. P, < 0,4

H,: Mehr als 40% sehen die Serie nicht regelmagig. P, > 0,4

n=50 stufiges B.E. p=0,4 Erfolg: ...sieht nicht regelmalig
oder n=50 stufiges B.E. p=0,6 Erfolg: ...sieht regelmalig

n=50 p=0,4 11 0,008 n=50 p=0,6 34 0,904
12 0013 25 0946
0,140 13[0 028 0,140 2608721
o100 14 0,054 e 37 0,987
%,‘o:oso UL 15 0,096 901080 _ 35 0,994
i £ oo Hi
o e | i
© 2 0 O R R PP PSP D PR S I R O I A N I T
k=2 : k=2
Wenn 13 oder weniger der Wenn 36 oder mehr der
Befragten die Serie nicht Befragten die Serie regelmalig
regelmafig sehen, wird die <= sehen, wird die Nullhypothese

Nullhypothese verworfen! verworfen!
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Ubungsaufgabe 3

Im Zusammenhang mit der Frage, ob weitere Folgen einer neuen Familienserie
ausgestrahlt werden sollen, wird behauptet, dass genau 60% aller Fernsehzuschauer
regelmalig die Serie sehen. Um diese Hypothese zu lUberpriufen, werden 50
Fernsehzuschauer befragt. Wie ist der Ablehnungsbereich zu wahlen, damit die
Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art hdéchstens 5% betragt?

H,: Genau 60% sehen die Serie regelmaBig. P, =0,6
H,: 0%.....59% oder 61%.....100% sehen die Serie nicht regelméRig. P, = 0,6
n=50 stufiges B.E. p=0,6 Erfolg: ...siehtregelmalig

o < 0,05 n=50 p=0,6
P(X S kl) < O, 025 0,140 R
0120 +— 20 0.003 - 25 0946 -

P(X>=k,)<0,025 oo B 51 0008 36 _0972 -

< oos0 = 22[0.016 37109871
Wenn 22 oder weniger oder | £ o . 22 0031 U 38 0994 |
aber 37 und mehr der 000 21 2007 I s
Befragten die Serie nicht ot S nﬂﬂ_ L 72
regelmafSlg sehen, s % 6 o KRR I (S RS S Y E AR
Nullhypothese verworfen! K=7x K="
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Ubungsaufgabe 3

Im Zusammenhang mit der Frage, ob weitere Folgen einer neuen Familienserie
ausgestrahlt werden sollen, wird behauptet, dass genau 60% aller Fernsehzuschauer
regelmalig die Serie sehen. Um diese Hypothese zu lUberpriufen, werden 50
Fernsehzuschauer befragt. Wie ist der Ablehnungsbereich zu wahlen, damit die
Irrtumswahrscheinlichkeit 1. Art hdéchstens 5% betragt?

H,: Genau 60% sehen die Serie regelmaBig. P, =0,6
H,: 0%.....59% oder 61%.....100% sehen die Serie nicht regelméRig. P, = 0,6

n=50 stufiges B.E. p=0,6 Erfolg: ...siehtregelmalig
1 =50-0,6 =30

o =+30-0,4~35>3

NS0 P08 Ugg,, =[24;36]

196-c ~ 6,8 a0 All—— EXCEL
Wenn 23 oder weniger oder | £ IO 94,1% |
aber 37 und mehr der 0,040 L
Befragten die Serie nicht Zgig nflm i
regelmaRig sehen, wird die A e s

Nullhypothese verworfen!




